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Frissiult: 2020. december 2.

Ebben az frdsban a 2020/2021 6szi félév estis Numerikus médszerek 1. eléadasanak a
diasorban nem szereplo, a ,tablan” kifejezéssel jelolt és ennek megfeleléen bemutatott
bizonyitasait foglaljuk Ossze.

Itt nem részletezziik az egyes tételekhez kapcsolodo definicidkat, fogalmakat. Lat-
sz6lag csupan egymassal nem Osszefiiggo tételek kimondésa és bizonyitasa szerepel a
kovetkez6 oldalakon, viszont a targy honlapjardl elérheté diasorok kiegészitéseként for-
gatva hozzajarulhat a targy tananyaganak alaposabb megértéséhez, az egyes tételek
Osszefiiggéseinek atlatasahoz.
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Tétel: az input hiba tétele

Minden x € R, €9 < |z| < My, esetén

1
[ = fllo)] < |z| - 27" = 5 - fa] - e,
illetve l
o= fil@)] 1
=] T2
Bizonyitas:

Ha gy < |z| € M., akkor z kettes szamrendszerbeli normalizalt lebegépontos
alakban a k kitevére k— < k < kT igaz. Tovabba t kettedes-jegyre kerekitve kapjuk
fl(x) értékét. Tehat:

r=+201_ ... | ...,
fllx)=+2F.01_

t db

Ekkor z és fl(x) eltérése legfeljebb 2% . 2771 (Példaul a 0.10011 - 23 értéket kaphattuk
5 kettedes-jegyre kerekitve, ha a kerekitett szam legalabb 0.100101-23, de kisebb, mint
0.100111 - 23. Az eltérés valéban mindig legfeljebb 0.000001 - 23 = 276 . 23.) Vagyis

|z — fl(z)| <28 . 27071 = oh—t L,

Viszont x abszoltit értékére, fenti alakjat figyelembe véve 0.1 - 2% = 281 < |z| < 2F is
teljesiil, ezért a becslést igy folytathatjuk:

|z — fl(x)] <2827 = oft=l — gk=l . o=t < |5 . 27F,

Az 4llitasban szerepld tovabbi alakokhoz idézziik fel, hogy e, = 217 = 2. 271, O



Tétel: figgvényérték hibaja
Ha f € D(ka,(a)), akkor Ayq) = My - A,, ahol

My =sup {|f'(§)] = § € ka,(a) }.

Bizonyitas:

Jelolje A a pontos értéket, a pedig a kozelit értéket, melyre |A —a| < A,. A
fiiggvényérték (pontos) hibdjanak felirdsahoz a Lagrange-féle kozépértéket hasznaljuk
fel:

Af(a) = f(A) = fla) = (&) - (A—a) = ['(§) - Aq,

valamely & € ka,(a) értékre.
Vizsgaljuk az abszolit hibat; erre jo fels6é becslést adva nyerjiikk az abszolut hiba-
korlatot:
[Af(a)] = |f (] [Aa] < My - A,
Afa)

hiszen M;i-nek a széban forgd intervallumban tapasztalt derivaltértékek szuprémumat
valasztottuk, A, pedig definicidja szerint legalabb akkora, mint |Aa|. Tehat az M; - A,
érték valaszthato az f(a) fiiggvényérték abszolut hibakorlatjanak. O



Tétel: a foelemkivilasztasrol

Ha az Az = b egyenletrendszernek létezik egyértelmi megolddsa, ak-
kor eldfordulhat, hogy foelemkivalasztdsra van szikségink a GE vég-
rehajthatosagdhoz, de a részleges foelemkivdlasztds mindig elegendd.

Bizonyitas:
A bizonyitas a tétel két allitasanak megfeleléen két részre tagolodik.

1. Ahhoz, hogy lassuk, hogy a Gauss-eliminicié sordn sziikség lehet (részleges) f6-
elemkivalasztasra elég mutatnunk egy olyan linearis egyenletrendszert, amelynek
létezik egyértelmii megoldasa, viszont a Gauss-eliminacié algoritmusat nem tudjuk
végrehajtani sorcserék nélkiil. Ilyen példaul a kovetkezo:

0 1y (2
1 0) "T\3)"
Nyilvan mindegy, hogy jobb oldalnak mit valasztunk. ..

2. Azt kell belatni, hogy a részleges féelemkivalasztas elegend6 ahhoz, hogy a Gauss-
elimindcié algoritmusat végrehajthassuk egy invertdlhaté matrixu (egyértelmi meg-
oldéssal rendelkezd) linedris egyenletrendszer esetén. Vizsgaljuk meg indirekt, mi
torténne, ha nem volna elegendd a részleges féelemkivalasztas a k-adik 1épésben.
Ekkor, k£ — 1 1épés utan az elsé k — 1 oszlopot mar kinullaztuk a f6atlo alatt:

U1 B
(k-1) _ (Uk-1
w5 2)

ahol Uj,_1, B és C' a Gauss-eliminacio soran kapott értékek matrixai. A k-adik lépés-
ben C els6 oszlopabdl kellene nem nulla féelemet valasztanunk. Ha ez nem sikertiil,
akkor C' els6 oszlopa csupa nulla. Ekkor viszont — annak definiciéja alapjan — A%*=1)
determindnsa (ami megegyezik A determindnséval) is 0. Tehat az egyenletrendszer
matrixa nem invertalhaté. Ezért ha az egyenletrendszer matrixa invertalhato, akkor
a részleges foelemkivalasztas elegendd.

g



Tétel: az LU-felbontas egyértelmiiségérdl

Ha A-nak létezik LU-felbontdsa, tovabbd det A # 0, akkor az LU-

felbontds egyértelmii.

Bizonyitas:

Indirekt tegyiik fel, hogy az A invertdlhaté matrix LU-felbontasa nem egyértelmii,
azaz legalabb ketto létezik:
A=1L,-Uy = Ly - Us.

Az egyenléséget Uy, '-zel jobbrél, majd Ly '-zel balrél szorozva kapjuk, hogy
Ul'U{l :Lfl'LQ.

A széban forgd inverzek léteznek, hiszen L; determindnsa mindig 1 (nem nulla), vala-
mint det Uy = det A # 0. Viszont az egyenléség bal oldalan egy fels6 haromszogmatrix,
jobb oldalan pedig egy 1 féatléju als6 haromszogmatrix all. Ez csak tigy lehet, ha az
egységmatrixrol van szé. Tehat

U -Ul=1 = U =U,,
LII'LQZI — L1:L2.

Vagyis az LU-felbontas egyértelmii. O



Tétel: az LU-felbontas ,kozvetlen” kiszamitasa

Az L és U mdtrizok elemei a kévetkezd képletekkel szdmolhatok:
i—1
7 S j (felsé’) ui,j = ai,j — Z li,k . uk,j7
k=1
1 =
7> j (GZS(j) l@j = — | Q; — Z li,k “Ukj | -
Uj,j

Ha jo sorrendben szamolunk, mindig ismert az egész jobb oldal.

Bizonyitas:

Irjuk fel az A € R™" méatrix mint matrixszorzat i-edik sordnak j-edik elemét
feltéve, hogy A = L - U. Hasznéljuk ki, hogy haromszogmatrixokrdl van szo, majd
valasszunk le egy tagot.

1. Ha ¢ < j, azaz egy f6atlo feletti (vagy féatlobeli) elemrdl van szd, akkor k > i =
i, = 0, valamint [;; = 1, és igy

n 7 i—1
Qg =Y gk = > lig-try=wij+ Y lig- Uy
k=1 k=1 k=1

Ebbdl u, ; kifejezhetd, a tételben szerepld alakot nyerjiik.
2. Ha i > j, azaz egy f04tl6 alatti elemrdl van sz6, akkor k > j = uy;; = 0, és igy

n J Jj—1
Gig = ik tng =2 lig-urg=lij-wjj+ > lig- ;.
k=1 k=1 k=1

Ebbdl [; ; kifejezhetd, a tételben szerepld alakot nyerjiik.

Figyeljiikk meg, hogy ha valamely ,,j6 sorrendben” (lasd az eléadas diasorat) megyiink
végig az (i, j) indexekkel A elemein, akkor az [; ; illetve u; ; értékét megadd egyenlosé-
gek jobb oldaldn minden mennyiség ismert. U



Tétel: Cholesky-felbontas egyértelmii 1étezésérdl

Ha A szimmetrikus, pozitiv definit matrix, akkor eqyértelmiien létezik
Cholesky-felbontdsa.

Bizonyitas:
Teljes indukcioval bizonyitunk n, a matrix mérete szerint.

e Vizsgaljuk el8szor az n = 1 esetet, azaz A; = (a11) € R™!'. Ekkor A pozitiv
definit volta csupan annyit jelent, hogy a; 1 > 0. Legyen Ly = (/a1 1), igy nyilvan
L1 . Lir - Al-

e Tegyiik fel, hogy az 4llitas igaz n — 1 esetén, azaz tetsz6leges A,,_; € R(—1Dx(=1)

szimmetrikus, pozitiv definit matrix esetén egyértelmien létezik olyan L, ; alsé
haromszogmatrix, amelyre A, { = L, 1 - L,Ll, valamint L,_; f6atlébeli elemei
pozitivak.

e Tekintsiink most n esetét, azaz legyen A, € R™*" szimmetrikus, pozitiv definit
matrix. Ekkor az A, matrix n — 1-edik féminora is szimmetrikus, pozitiv definit,
az indukcios feltevés alkalmazhato réa, L,-et, illetve a Cholesky-felbontast pedig
a kovetkezo alakban keressiik:

. An,1 b . Ln,1 0 Ll—l cy T
A"_< b' an,n> N < c’ a) ( 0 af = Enle
ahol b,c € R* ! valamint o € R. A matrixszorzast elvégezve a kovetkezOket
kapjuk:
1. Ap1 =L, 1L |, ez volt az indukcids feltételiink;
2. b= L,_4 -c, ebbdl — mivel L, invertalhatd — ¢ egyértelmiien kifejezheto;
3.0 =c" - LT
4.

n_1, ami ekvivalens az el6z6 ponttal;

Upm = c¢'c+a?, amibdl a = \/@n.n — €T, azaz szintén létezik, egyértelmi és
pozitiv... de csak akkor, ha belatjuk, hogy a négyzetgyok alatti mennyiség
— amit a?-tel jeloliink — mindig pozitiv lesz. Valoban:

0<detA,=detL, L =a-detL, -a-detl , =a* (detL,_,)

Ezzel belattuk, hogy tetszéleges méretii szimmetrikus, pozitiv definit matrixnak létezik
egyértelmii Cholesky-felbontasa. O



Tétel: () R-felbontas létezése és egyértelmiisége

Ha det A # 0, akkor A-nak létezik @ R-felbontdsa.
Ha még feltessziik, hogy r;; > 0 (Vi), akkor egyértelmi is.

Bizonyitas:

A bizonyitast a Gram—Schmidt-féle ortogonalizacids eljaras adja: az A métrix oszlo-
paibol — amelyek a feltétel értelmében linearisan fiiggetlenek — eléallitjuk a ) oszlopait
és R ismeretlen elemeit.

Tekintstik a @ - R = A matrixszorzast:

ta Ti2 .- Tin
0 22 ... T2n

(‘h 42 qn) o . . . = (al a2 an)
0 ... 0 mp

o Tekintsiik el0szor aq-et, A els6 oszlopat. A matrixszorzasbol 1 - ¢ = a;, amibdl
1

q1 = 7~ - ar. Mivel ¢;-t8l azt varjuk el, hogy normdlt legyen, ezért ri; = [|ay ||,

e Tegyiik fel, hogy A els6é k — 1 oszlopat mar megvizsgaltuk, és igy eldallitottuk
Q@ els6 k — 1 oszlopat, melyek normaltak és egymasra ortogonalisak, valamint R
els6 k — 1 oszlopanak elemeit is ismerjiik.

e Tekintsiik most a,-t. A matrixszorzasbodl felirhatjuk ay-t, majd kifejezhetjik g,-t:

k k—1
1
akzi Tik q; — Qk:—<ak_§ Tj,k'q]')
Jj=1 Jj=1

Thk

Az R-beli értékek meghatarozasihoz szorozzuk be skaldrisan mindkét oldalt ¢;-
vel rogzitett ¢ értékre (i = 1,2,...,k — 1) és haszndljuk ki, hogy (¢, ¢;) = d;,,
valamint ¢-tol is azt varjuk, hogy meroleges legyen az osszes eddigi ¢; vektorra:

1 k-1 1
0= i) = Qi) — ik (05> Qi) | = Qi) — Tik) -
(a, ¢) . (ar, qi) ;:1: 7k (5> qi) " ({ar, @) — Tik)

) )

2,7

Innen 7 = (ax,q). Tovabba g¢,-t6l még azt varjuk el, hogy normalt legyen,
ezért Ty = Hak — Zf;ll Tk " quQ. Tgy megkaptuk az R matrix k-adik oszlopa-
nak ismeretlen értékeit, az eloallitott g, ortogondlis az eddigi ¢;-kre, valamint
normalt.

gy megkonstrudltuk A egyértelmii olyan Q R-felbontasat, amelyben R f64t16beli elemei
pozitivak.

Tovabbi @) R-felbontasokat nyerhetiink (az R f6atlobeli elemeire vonatkozé feltételt
elhagyva) egy +1 értékeket tartalmazé diagonélis matrix altal, vagyis:

D :=diag(+1,41,---+1), A=Q-R=Q-D-D-R=Q' -R.



Tétel: tetszoleges tiikrozés Householder-matrixszal

Legyen a,b € R™, a#b és all, = |bll, # 0. Bkkor a

—b
v= 2" wdlasatdssal H(v)-a=0.
la = bll,

Bizonyitas:

Ismerve, hogy H(v) = I — 2vv", szdmoljuk végig a H(v) - a szorzatot, varvan,
hogy b-t kapjuk. Kézben hasznaljuk ki, hogy ||al|, = [|b]|,, azaz a"a = b"b, valamint a
skalaris szorzas kommutativ, azaz a'b = b'a.

<]_2(a—b)(@—b)T>_a:a_Q(a—b)(aTa Ta)

la — bll3 (@ —b)"(a— )
o 2(a—b)(a"a—b"a) :a_Q(a—b)(T Ta)
a'a—a'™b—0bTa+0b"b 2(aTa —bT)
=a—(a—0b)=0b.

Tehat valoban, két kiilonbo6z6, de azonos hosszisagu vektor atvihetd egymésba egy
Householder-transzformacié éltal. (Egyébként v ilyen megvalasztésaval H(v)-b = a is
teljesiil.) O



Tétel: az 1-es vektornormardl

A kévetkezd formula vektornormdt definial R™ felett:

n
llly =Dl -
i=1

Bizonyitas:
Be kell latni, hogy az ||.||; : R" — R fiiggvény teljesiti a vektornormék 4 axiéméajat.

1. Barmely = € R vektorra ||z||; > 0. Valéban, hiszen abszolit értékek dsszegérol
van szo.

2. Ha x = 0, azaz nullvektor, akkor ||z|, = > ;0 = 0. Valamint megforditva, ha
|||, = 0, ami nemnegativ szamok (abszolut értékek) Gsszege, akkor = minden
koordinataja 0, azaz x nullvektor.

3. Vizsgaljuk meg a A - z vektor normajat (A € R):

n n

Azl = ZI (Az) I—ZIA-%I:ZIAI-I%IZIAI-ZIMIZIAI-IIxIIl-

i=1 i=1 i=1

4. A haromszog-egyenlétlenség belatdasdhoz vizsgdljuk = + y normajat (két tetszo-
leges R"-beli vektor esetén):

n

lz +yll, = Iz +y)il Zxﬁyilé

i=1 =1

<D (il + lwil) = Z il + > il = lllly + [lyll; -
i=1 i=1

i=1

=

Ezzel megvizsgaltuk, az ||.||; teljesiti a vektornormék axiomait. O

10



Tétel: indukalt matrixnormakrdl

Az indukdlt matrixnormak” valoban mdtriznormdk.

Bizonyitas:

Be kell latni, hogy tetszéleges ||.||, : R" — R vektornorma esetén az

[Az]],
Al =

sup
x#£0 ||"L‘||U

szabéllyal definidlt R"*"™ — R fiiggvény teljesiti a matrixnormak 5 axiémajat.

1. Az ||A|| értéke nemnegativ, hiszen vektorok normdjanak (nemnegativ szamok)
hanyadosainak szuprémuma.

2. Ha A = 0, azaz nullmatrix, akkor || Az||, mindig 0, igy a szuprémum értéke is. Va-
lamint megforditva, ha a szuprémum 0, akkor minden z-re Ax-nek nullvektornak
kell lennie, ez csak gy lehet, ha A nullmatrix.

3.
IMall, A (Al |4zl
4] = sup - = A -sup L2 = ] 4]
b el A T, I,
4.
A+ B A B A B
A Bl — sup LA Bl el Bel, Al B,

w0zl T 0 L, w0 |zl a0 (2],

5. Ha B =0, akkor ||B|| =0, valamint A- B=A-0=0 és igy ||[AB| = 0.
Ha B # 0, akkor

AB AB B
B 4Bl I ABsl, Bel,
w20 |zll,  wzoBozo [|Bzl, |z,
ABz||, Bzx||, Ay, Bzx||,
S . g T L S YD
Bato ||Bx|, wz0 [lzll, T yzo lyll, w40 [,

Meggondolhaté, hogy a Bz # 0 feltétel nem valtoztatja meg a szuprémum ér-
tékét; kozben bevezettitk az y := Bx jelolést. (S6t, az y # 0 feltétel akar tobb
vektort is megengedhet, mint a Bx # 0 feltétel, ha B nem invertélhaté.)

O

11



Tétel: a kettes vektornorma altal indukalt matrixnorma

A |||l vektornorma dltal indukdlt mdtriznorma:
. 1/2
Al = (mhx A (AT A))
ahol \; a madtriz i-edik sajatértékét jeloli.

Bizonyitas:

Elészor belatjuk, hogy AT A szimmetrikus és sajatértékei nemnegativak (azaz A
pozitiv szemidefinit).

o (ATA)T = AT(AN)T = ATA, azaz AT A szimmetrikus, vagyis A sajatértékei
valosak.

o Legyen y # 0 az AT A métrix \-hoz tartozé sajatvektora, azaz AT Ay = \ - .
Szorozzuk meg mindkét oldalt balrél az y' vektorral: yT AT Ay = X -y Ty. Innét

y'ATAy _ (Ay)"(Ay) _ IIAy||2
YTy y'y lyll; ~

A= > 0.

« /e

gélni. Kihasznaljuk, hogy AT A szimmetrikus, és igy (lasd linedris algebra) létezik U
unitér (ortogonalis) matrix, amire ATA = UT DU, ezért UAT AU = D valamely D
diagondlis matrixra, azaz A" A diagonalizalhaté mégpedig tigy, hogy a diagonalisban
AT A sajatértékei vannak (ezek nemnegativak). Bevezetjiik az y = Uz jelolést.

|Az|3 = (Az)"(Az) = 2" AT Az = 2"U " DUz = (Uz) ' D(Uz) = y" Dy =

—Zd |yZ <maxd Z|yl —max)\(ATA) HyHg
i= 1 >0

Viszont |y||5 = yTy = (Uz)T (Uz) = 2"U Uz = 2Ta = |23, ezért a fenti szamitast
igy folytathatjuk:
2 2
[Az]l; < ... < max Ni(ATA) - ||z
fgy viszont = # 0 esetén:
[Az]l

. 1/2
< (malx )\z‘(ATA))

]l

Még azt kell belatni, hogy van is olyan x # 0 vektor, amire a szuprémum felvétetik.
Legyen A, = max \;(AT A) és v, # 0, ||vm|l, = 1 a hozza tartoz6 sajétvektor. Erre:

||Avm||2 (Avy) T (Avy) = v AT Avy = Ay - 0, 0 = A
Am 0. =1

12



Tétel: LER érzékenysége a bal oldal pontatlansagara
Ha A invertdlhatd, b # 0 és ||AA] - |[A7Y| < 1, akkor

| Azl A 1A flAAl
[zl = T=AA]- AT Al

Lemma

Ha ||M|| < 1, akkor (I + M) invertdlhato és

1
74207 < gy
Bizonyitas:

EI6bb belatjuk a lemma allitasat. (Indukdlt matrixnormakkal dolgozunk.)

e Az I + M métrix tényleg invertdlhatd, hiszen o(M) < ||M|| < 1, azaz M sa-
jatértékeire: \;(M) < 1. Meggondolhatd, hogy I + M sajatvektorai ugyanazok,
mint M sajatvektorai, a sajatértékekre pedig A\;(I + M) = 1 + \;(M) teljestl,
igy I + M minden sajatértéke pozitiv, kovetkezésképpen I + M invertalhato.

e Vizsgaljuk most I + M inverzét, majd ennek normajat.
(I+M)y ' =I1-I+M)'=I+M-M)IT+M) " '=1-M-(I+M)"*
|1+ )Y < ()] + (1)) - || (1 + p) !
u—HMﬂ~HI+M'\kzwu=L

Ezutan a tétel allitasat bizonyitjuk.
Tudjuk, hogy (A 4+ AA)(z + Azx) = b, valamint Az = b. A kettd kiilonbségeként
(A+ AA) - Az + AA -z = 0 adbdik, avagy

(A+ AA)- Az =—-AA -z,
A-(I+A 1 AA) - Az =—-AA-z.
Mivel feltevésiink szerint ||[A~' - AA| < [[A7Y] - |AA]| < 1, a lemma alapjan mond-
hatjuk, hogy (I + A~!- AA) invertdlhaté, igy az inverz norméjira adott becslésiinket
is felhasznélva:
Ar=—(T+A1 AA) A AA o
Az <||(7+ A7 A4 A7 - 1AA] - [

|Az] _ 1 1A IAT AAl
[zl = 1= [[A=1- AA] A= - AAL (LAl

Az nadr< =

13



Tétel: Banach-féle fixponttétel R"-re

Ha a p: R" — R" fiigguény kontrakcio R"-en 0 < g < 1 kontrakcids
egyutthatoval, akkor

1. Jx* € R" : z* = p(x*), azaz létezik fixpont,
2. a fixrpont egyértelm,

3. Vo0 € R™ esetén az 21 = p(x®)), k € Ny sorozat konver-
gens €s klim z®) = g*,
—00

4. és a kévetkezo hibabecslések teljestilnek:

ot <

< —

< L o a0

. Hx(’“) —x*

Bizonyitas:

(a) A ¢ leképezés kontrakeié voltabol kovetkezik, hogy ¢ folytonos (st egyenletesen
folytonos) is, ugyanis: ||¢p(z) — ¢(y)|| < qllz —y|| esetén e > 0-hoz véilaszthato
0 = ¢/q. Ekkor ha ||z — y|| < 0, akkor ||¢(z) — ¢(v)|| < e.

(b) Belatjuk, hogy a tételben definidlt (z*)) Cauchy-sorozat, igy konvergens.

e =] = ) - o] < 00—

|

Legyen m € N, m > 1, vizsgaljuk még két m tavolsagra 1évé tag kiilonbségét! A
haromszog-egyenlétlenséget és mértani sor Osszegképletét is felhasznalva:

R B I O P E

< (@™ 4+ g Hx(l) — x(O)H =q¢" ("' +...+1)- Hx(l) — x(O)H <
¢ .wAn__xwww
l—gq

Tehat (2*)) Cauchy-sorozat, mivel (¢*) — 0, ha k — oo.

c) Igy (™) konvergens, z* := lim(z®)). Mivel ¢ folytonos, az &tviteli elv értelmében
2
o(z*) = lim p(z®) = lim 2+ = 2*, azaz 2* fixpontja p-nek.

(d) Az egyértelmiiség belatdsahoz indirekt tegytik fel, hogy létezik két x* # x**
fixpont. Ekkor:

la" = 2™ = [lp(a") —p(a™)| < g-[lz" = 2™

Ebbdl viszont ||z* — ™| = 0, vagyis x* = 2™ kovetkezik. Ellentmondas!
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(e) A hibabecsléshez vizsgaljuk eldszor a k-adik tag hibajat:
e PPN i P ]

Valamint a korabbi képletben m — oo esetén:

ot — 2] < 197_'“(] 2 — 20
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R

Ha egy mdtrizra a J(1) mddszer konvergens, akkor 0 < w < 1 esetén
a J(w) mddszer is konvergens. (Azw = 0 esetben nem.)

Bizonyitas:

A Jacobi-médszer konvergencidja azzal ekvivalens, hogy o(B;a1)) < 1. Ez alapjan
kell belatnunk, hogy tetszéleges 0 < w < 1 esetén o(By)) < 1 is teljestl, vagyis a
relaxalt Jacobi-mddszer is konvergal.

A Jacobi-iterdcié matrixa By = —D~'(L + U), a mddszer konvergencidja miatt
ennek sajatértékeire tehat
irhato:

\i(B J(l))‘ < 1 teljesiil. A relaxalt Jacobi-mddszer pedig igy

By =1 —w) —wD Y (L+U)=(1-w)l+wByy).

Beldthato, hogy sajatvektorai ugyanazok, mint Bjq)-nek, a sajatértékekre pedig ez
adédik: Nj(Bjw)) = (1 —w) +w - A\(By)). Ezeket vizsgalva, valamint kihasznalva,
hogy 0 < w < 1, adddik a kivant allitas:

M(Brw)| < =wl+w- PNi(Byw)| < (1 —w) +w=1
—_———

<1

16



R

Ha egy mdtrizra az S(w) médszer konvergens, akkor 0 < w < 2.

Lemma

det B = T1 Mi(B)
i=1

Bizonyitas:
El6bb belatjuk a lemma &llitdsat. Irjuk fel a B matrix karakterisztikus polinom-
jat, amelyrdl tudjuk, hogy gyokei a matrix sajatértékei; majd rendezziik A hatvanyai

szerint:
n n

p(\) =det(B—AI) =[x\ = A) = (=) - A" +...+ ] A

i=1 i=1
A X = 0 értéket behelyettesitve a konstans tagot kapjuk, amire:

n

p(0) = det(B) =[] M
i=1
Ezutén a tétel allitasat bizonyitjuk. A konvergencia tényébdl, azaz a o(Bg(.)) < 1

allitasbol kell w kivant becslését eloallitanunk. Egyrészt

Q(Bs(w)) <]l =

Ai(BS(w))‘ <l = <l = ‘det(BS(w))’ < 1.

[T (Bsw))
-1

Maésrészt, mivel az iterdcié matrixa Bg(,) = (D +wL) (1 —w)D — wU], valamint ki-
hasznélva, hogy haromszogmatrixok determindnsa a f6atlébeli elemek szorzata (tehét
nem fiigg a diagondlison kiviili elemektél),

[det(Bsw)| = |det((D +wL)™)|- |det((1 — w)D — wl)| = |1 —w|" < 1

1/|det(D)| [1—w|"™|det(D)|

Ebbdl pedig |1 — w| < 1 kovetkezik, ami ekvivalens a 0 < w < 2 becsléssel. O
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Tétel: p-edrendben konvergens iterdciok

Legyen ¢: R — R, ¢ € CP[a,b] és az x4 = @(xy) sorozat konver-
gens. Ha (%) = --- = o V(2*) = 0, de pP)(z*) # 0, akkor a
konvergencia p-edrendi és hibabecslése:

*|p7

M,
|[Tpg1 — 2] < p—,p 7, —

Bizonyitas:

Irjuk fel a ¢ fiiggvény z* koriili Taylor-polinomjat a maradéktaggal.
3 € (z,27) (vagy (¢", 7)):

(p=1) (* (p)
o) = ola) + &)z —a) 4o T gyt B ey
(p—1)! p!
Vizsgaljuk ezt az x = x, helyen, kihaszndlva a derivaltak zérus voltéat is. (3&):
(p)
tror = plan) = p(a) + ) (g ey
—— p

T*

Ezt atrendezve, vegyiik szemiigyre a k + 1-edik és a k-adik tag hibajat.

(p)
L PP (&) i} M .
|[Th41 — 27 =‘pi,‘-|a:k—x P < p—,p|$k—9€ ",
ahol M, = max ‘go(p) ‘ Tehét (zx) egy p-adrendben konvergens sorozat.

£€a,b
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Tétel: a Newton-moddszer lokalis konvergencia tétele

Ha f € C?[a,b] és

1. 3x* € [a,b] : f(z*) =0, azaz van gyok,
2. " allando eldjeld,
3. x9 € [a,b] : |xg —a*| <71 := min{ﬁ,kp* —al,|z* —b|},

akkor az xo pontbol inditott Newton-modszer mdsodrendben konvergdl
a gyokhoz, és az

@k — ' < M - oy — 27|

hibabecslés érvényes, ahol

M=

M,
. my = inf |f'(z)], My;= su "(2)].
S = LIS M= s ()

Bizonyitas:

Alkalmazzuk az f fiiggvényre a Taylor-formulat, z; kozépponttal az x* helyen,
masodfokt maradéktaggal. 3¢ € (zx, %) (vagy (*, zx)):

f" (k)
2

0= f(x") = flar) + f'(zp) (2" — 21) +

(% — x3)2.

Mindkét oldalt f'(xy)-val osztva, majd atrendezve és a Newton-modszer képletét fel-
ismerve kapjuk, hogy

o f(xk) * f”(gk) * 2
O_f’(xk)+x — 2 + (2" — xy)",

( f(xx) e

% _ * f”<§k) * 2
i) 7 = = g

My

~|xk—x*\2:M~ |xk—x*|2,

[T — 27 < 5

ahol M,mq, My a tételben definidlt mennyiségek. Bevezetve az ¢, := x, — z* jelo-
lést, igy is frhatjuk: |ep1| < M - |ex|*. Ezzel belattuk, hogy ha (2;) konvergal, akkor
masodrendben teszi azt és hatarértéke x*.

A konvergencia bizonyitasahoz belatjuk, hogy az |ex| hibakorlatok sorozata 0-hoz
tart. Bevezetjik a dy := M - |gg| jelolést.

lenia| S M- e’ = M -Jep] < (M- |ex])?,
dpn <&} = <& < <. <dY,

1
M-leg] < (M-leo)” = lenl < — - (M- |e])*"

M
De mivel |eg| = |zg — 2| < 17, {5y M - |go] < 1, ezért a fenti becslésre tekintettel
lex| — 0. Tehat az (xy) sorozat konvergens, masodrendben tart z*-hoz. O
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Tétel: becslés polinom gyokeire

AP)=a, 2"+ a, 1 - 2"V 4+ ay -z + ag polinom esetén, ha
ag # 0 és a, # 0, akkor P barmely ) gydkére:

n—1 n -1
max || max |a;|
1| <14 22— 2. o] > [ 14+ =—
|an] |aol

T

Bizonyitas:

Komplex gyokok is szoba johetnek, igy akar komplex egyiitthatds polinomokat is
megengedhetiink, a bizonyitds menetén nem valtozhat, gondolhatunk valés egytittha-
tos polinomokra is.

1. A fels6 becslés belatasahoz induljunk ki a haromszog-egyenlétlenséghol. Megmu-
tatjuk, hogy ha |z| > R, akkor |P(x)| > 0. Feltehetjik, hogy |z| > 1.

n—1
ap 2" =P) =Y a-2* = a, 2" <|P(x)|+
k=0

n—1
Z ag - SL’k
k=0

Innen |P(z)| > |an| - |2|" — |ap_12™" 1 + ... + ao|. Hogy a becslést folytathassuk,
noveljitkk a kivonandé Osszeget.

n—1

+ ...+ ag| <
2" — 1
|z =1

an1™ b o] < o]
< (iakfad ) - (ol +...+ 1) = (saklai])
1= 1=

< <I%a%<|at|) ol
=0 ") x| =17

Folytassuk |P(x)| becslését, majd vizsgaljuk meg, mikor pozitiv.

n n—1 |x|"
P(z) > |an] - - ( z) : >0
() > lan - fol" = (el ) - 727 2
Ezt az egyenlOtlenséget vizsgalva kapjuk, hogy
n—1
n n—1 |z|" max |al
|an| - [z]" = <maX|ai|) : = |zg|>1+-=L =R
=0 x| =1 |ay,|

Tehat ha |x| > R, akkor |P(z)| > 0; ennélfogva P minden gyokére |z| < R
teljestil.

2. Az also6 becslést pedig azaltal nyerjiik, hogy az imént belatott becslést alkalmaz-
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zuk P(z) reciprok-polinomjara. (z # 0)

Yy = %7 P(l’) = P(%) - an(%)n + an—l(i)n_l + ...+ al(i) + ag =
= ()" (an+ a1y + .+ ay" Fagy”) = 2" Q).

Q(y)

A @ polinomot a P reciprok-polinomjinak nevezzik. Ekkor P(zj) = 0 <=
Q(L) =0, vagyis Q gydkei P gyokeinek reciprokai. Alkalmazzuk a mar beldtott

T
becslésiinket QQ-ra:

— <14 = =—- = |z >
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